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odakle je oqigledno da je ona primitivno rekurzivna, pa onda i
rekurzivna, odakle sledi tvr�e�e o odluqivosti datog predi-
kata.

Zadatak 80 Neka su funkcije f1, . . . , fm : Nn ! N rekurzivne i neka su
P1, . . . , Pm

✓ Nn odluqivi predikati takvi da za svaku n-torku ~x =
(x1, . . . , xn

) ~x 2 Nn va⇡i taqno jedan od �ih. Dokazati da je funkcija f
definisana na slede✏i naqin:

f(x) =

8><>:
f1(~x) , ako P1(~x)
...

f
m

(~x) , ako P
m

(~x)

rekurzivna.

Rexe�e:

f(~x) =
mX
i=1

f
i

(x) · C
P

i

(x) 2 R

Napomena: Naglasimo da domen neke od funkcija f
i

mo⇡e biti i
prazan skup, tj. da ona nije definisana ni za jedan prirodan broj.
Takvu funkciju qesto oznaqavamo sa f;, a u okviru definicije fun-
kcije f , kao u ovom zadatku, umesto f; kra✏e pixemo ". Primetimo
da funkcija f; jeste rekurzivna. Na primer, ona se mo⇡e izraziti
pomo✏u rekurzivnih funkcija na slede✏i naqin:

f;(~x) = µy[0 = 1]

Zadatak 81 Neka je P ✓ Nn+1 odluqiv predikat. Dokazati da je fun-
kcija g : Nn ! N definisana na slede✏i naqin:

g(~x) = µy[P (~x, y)]

=

⇢
najma�a vrednost y takva da je P (~x, y)
", ako ne postoji vrednost y takva da je P (~x, y)

rekurzivna.

Rexe�e:

g(~x) = µy[C
P

(~x, y) = 1] = µy[sgn(C
P

(~x, y)) = 0]

3.4 Enumeracija

3.4.1 Efektivno nabrojivi skupovi
Definicija 3.18 Skup X je nabrojiv ako i samo ako postoji bijekcija
f : X ! N.
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Definicija 3.19 Skup X je efektivno nabrojiv ako i samo ako pos-
toji bijekcija f : X ! N takva da su funkcije f i f�1 intuitivno
izraqun ive.

Napomena: Primetimo da se u ovoj definiciji koristi pojam intu-
itivno izraqun ivih funkcija qiji domen nije N. Formalna defini-
cija zahteva uopxte�e strogo zasnovanog pojma izraqun ivosti pro-
xiriva�em ovog pojma i na funkcije qiji domen mo⇡e biti proizvo-
 an prebrojiv skup.

Definicija 3.20 Enumeracija skupa X je preslikava�e g : N
,,na”! X.

Tada pixemo X = {x0, x1, . . . } (gde je x
n

= g(n)).
Ako je funkcija g ,,1-1”, onda ka⇡emo da je g enumeracija bez ponav-

 a�a.

Teorema 3.10 Slede✏i skupovi su efektivno nabrojivi:

(i) N⇥N

(ii) N+ ⇥N+ ⇥N+

(iii)
S1

k=1 N
k (skup svih konaqnih nizova)

Dokaz:

(i) Neka je funkcija ⇡ : N2 ! N definisana na slede✏i naqin:

⇡(m,n) = 2m(2n+ 1)� 1

Doka⇡imo da je ovako definisana funkcija bijekcija. Najpre
✏emo dokazati da je ⇡ ,,1-1” funkcija.

⇡(m,n) = ⇡(x, y) ) 2m(2n+ 1)� 1 = 2x(2y + 1)� 1

) 2m = 2x ^ 2n+ 1 = 2y + 1

) m = x ^ n = y

) (m,n) = (x, y)

Doka⇡imo sada da je ⇡ ,,na” funkcija.

⇡(m,n) = x ) 2m(2n+ 1)� 1 = x

) 2m(2n+ 1) = x+ 1 = 2(x+1)1 x+ 1

2(x+1)1

) m = (x+ 1)1, n =
1

2

✓
x+ 1

2(x+1)1
� 1

◆
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Primetimo da 1
2

�
x+1

2(x+1)1
� 1

�
2 N. Va⇡i:

⇡((x+1)1,
1

2

✓
x+ 1

2(x+1)1
� 1

◆
) = 2(x+1)1

✓
2
1

2

✓
x+ 1

2(x+1)1
� 1

◆
+ 1

◆
�1 = x

pa funkcija ⇡ jeste bijekcija.

Da e, funkcija ⇡ je primitivno rekurzivna, kao kompozicija
primitivno rekurzivnih funkcija. Ona je onda i rekurzivna,
odakle, na osnovu Qerqove teze, sledi da je ona izraqun iva.

Doka⇡imo sada da postoje funkcije ⇡1,⇡2 : N ! N takve da
je ⇡�1(x) = (⇡1(x),⇡2(x)) i da su one izraqun ive (dovo no je
dokazati da su primitivno rekurzivne). Lako se proverava da
funkcije:

⇡1(x) = (x+ 1)1

⇡2(x) =

"⇥
x+1

2(x+1)1

⇤
. 1

2

#

zadovo avaju tra⇡ene uslove.

Alternativno, funkcije ⇡1 i ⇡2 se mogu definisati i na slede✏i
naqin, koriste✏i osobinu da je ⇡ bijekcija i da m,n  ⇡(m,n)
za sve m,n (m,n 2 N):

⇡1(x) = µ(m  x) [(91n)(0  n  x ^ ⇡(m,n) = x)]

= µ(m < x+ 1)

"
xX

n=0

eq(⇡(m,n), x) = 1

#
2 PR

⇡2(x) = µ(n < x+ 1)

"
xX

m=0

eq(⇡(m,n), x) = 1

#
2 PR

(ii) Neka je funkcija ⇠ : N+3 ! N definisana na slede✏i naqin:

⇠(m,n, p) = ⇡(⇡(m� 1, n� 1), p� 1)

Kako je funkcija ⇡ primitivno rekurzivna i bijektivna, sledi
da je i funkcija ⇠ primitivno rekurzivna i bijektivna:

⇠(m,n, p) = x , ⇡(⇡(m� 1, n� 1), p� 1) = x

, ⇡(m� 1, n� 1) = ⇡1(x) ^ p� 1 = ⇡2(x)

, m� 1 = ⇡1(⇡1(x)) ^ n� 1 = ⇡2(⇡1(x)) ^ p� 1 = ⇡2(x)

, ⇠�1(x) = (⇡1(⇡1(x)) + 1,⇡2(⇡1(x)) + 1,⇡2(x) + 1)
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(iii) Svaki prirodan broj x se jedinstveno mo⇡e izraziti u obliku
x =

P1
i=0 ↵i

2i, gde je ↵
i

2 {0, 1} za sve i (i 2 N). Odatle, svaki
pozitivan ceo broj x mo⇡e se jedinstveno izraziti u obliku
x = 2b1 +2b2 + · · ·+2bl , gde 0  b1 < b2 < · · · < b

l

. Da e, sledi da se
svaki pozitivan ceo broj x mo⇡e jedinstveno izraziti u obliku
x = 2a1 + 2a1+a2+1 + · · ·+ 2a1+a2+···+a

l

+(l�1), gde 0  a
i

, 1  l.

Koriste✏i prethodnu ideju mo⇡emo definisati funkciju
⌧ :

S1
k=1 N

k ! N na slede✏i naqin:

⌧(a1, a2, . . . , ak) = 2a1 + 2a1+a2+1 + · · ·+ 2a1+a2+···+a

k

+k�1 � 1

Funkcije ⌧ i ⌧�1 su bijektivne i primitivno rekurzivne, odakle
sledi da je skup

S1
k=1 N

k efektivno nabrojiv.

Napomena: Za enumeraciju (kodira�e) konaqnih nizova mo⇡e se
koristiti i neki drugi naqin kodira�a, na primer:

⌧(x1, . . . , xn

) = 2x13x2 · · · pn(n)xn

2

3.4.2 Enumeracija programa
Teorema 3.11 Skup P svih urm programa je efektivno nabrojiv.

Dokaz:
Svaki urm program sastoji se od konaqnog niza instrukcija iz

skupa I.23 Svaku instrukciju iz tog niza mogu✏e je pogodno kodirati
nekim prirodnim brojem, pa onda tvr�e�e sledi na osnovu teoreme
3.10 (deo (iii)).

Definiximo funkciju � : I ! N na slede✏i naqin:
�(Z(n)) = 4(n . 1)
�(S(n)) = 4(n . 1) + 1
�(T (m,n)) = 4⇡(m . 1, n . 1) + 2
�(J(m,n, p)) = 4⇠(m,n, p) + 3
Funkcija � je izraqun iva, bijektivna i za funkciju ��1 va⇡i

(neka je x = 4u+ r, 0  r  3):
��1(x) = Z(u+ 1), ako r = 0
��1(x) = S(u+ 1), ako r = 1
��1(x) = T (⇡1(u) + 1,⇡2(u) + 1), ako r = 2
��1(x) = J(⇡1(⇡1(u)) + 1,⇡2(⇡1(u)) + 1,⇡2(u) + 1), ako r = 3
Dakle, i funkcija ��1 je izraqun iva, pa je skup I efektivno

nabrojiv. Na osnovu teoreme 3.10 (deo (iii)), sledi da je i skup
S1

k=1 Ik

efektivno nabrojiv, tj. skup P svih urm programa je efektivno nabro-
jiv. Postoji vixe razliqitih odgovaraju✏ih bijekcija (razliqitih

23I je skup svih urm instrukcija.
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kodira�a), ali mi ✏emo u da em tekstu koristiti slede✏u bijekciju
� :

S1
k=1 Ik ! N:

�(I1, I2, . . . , Ik) = ⌧(�(I1),�(I2), . . . ,�(Ik))

2

Definicija 3.21 Za urm program P vrednost �(P ) nazivamo indeksom
(kodnim brojem) programa P ili Gedelovim brojem programa P .

Definicija 3.22 urm program P za koji va⇡i P = ��1(n) nazivamo
n-tim urm programom i oznaqavamo ga sa P

n

.

Napomena: Za razliqite vrednosti m i n, programi P
m

i P
n

se
razlikuju, ali to ne mora da znaqi da oni izraqunavaju razliqite
funkcije.

3.4.3 Enumeracija izraqun ivih funkcija
Za a 2 N i n � 1 uvodimo slede✏e oznake:

�(n)
a

= f
(n)
P

a

= n-arna funkcija koju izraqunava program P
a

W (n)
a

= Dom(�(n)
a

) = {(x1, x2, . . . , xn

) | P
a

(x1, . . . , xn

) #}
E(n)

a

= Range(�(n)
a

) = {�(n)
a

(x1, x2, . . . , xn

) | (x1, x2, . . . , xn

) 2 Dom(�(n)
a

)}

Ukoliko eksplicitno ne naglasimo drugaqije smatramo da je req
o unarnim izraqun ivim funkcijama i umesto �(1)

a

, W (1)
a

, E(1)
a

pixemo
kra✏e �

a

, W
a

, E
a

.
Svaka unarna izraqun iva funkcija pojav uje se u enumeraciji

�0,�1,�2, . . . , pri qemu je to enumeracija sa ponav a�em (jer postoje
razliqiti programi koji izraqunavaju istu funkciju).

Sve izraqun ive funkcije mogu biti enumerisane i na drugaqiji
naqin. Mo⇡e se krenuti od rekurzivnih funkcija (umesto od urm
programa). One mogu biti enumerisane i ta enumeracija indukuje i
enumeraciju izraqun ivih funkcija (to je enumeracija sa ponav a-
�em kao i u prvom pristupu).

Teorema 3.12 Skup svih n-arnih izraqun ivih funkcija C(n) je nabrojiv.

Teorema 3.13 Skup svih izraqun ivih funkcija C je nabrojiv.

Dokaz:

C =
[
n�1

C(n)

Kako je nabrojiva unija nabrojivih skupova tako�e nabrojiv skup,
sledi da je skup svih izraqun ivih funkcija C nabrojiv. 2
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Zadatak 82 Dokazati da svaka izraqun iva funkcija ima prebrojivo
mnogo pojav iva�a (prebrojivo mnogo indeksa) u enumeraciji svih iz-
raqun ivih funkcija.

Rexe�e:
Neka je funkcija f izraqun iva. Tada, na osnovu teze Qerqa,

postoji (bar jedan) program P koji je izraqunava. Funkcija f se,
dakle, u enumeraciji svih izraqun ivih funkcija pojav uje na �(P )-
tom mestu (tj. f = �

a

, gde je a = �(P )).
Programu P mo⇡emo dodati neku naredbu bez dejstva (npr. T (1, 1)).

Tako izme�eni program ima razliqit kôd (tj. odgovara mu drugi in-
deks), ali i da e izraqunava istu funkciju f . Ponav aju✏i ovaj pos-
tupak mo⇡emo da zak uqimo da funkcija f ima beskonaqno mnogo in-
deksa u nizu svih izraqun ivih funkcija (jer ima beskonaqno mnogo
programa koji je izraqunavaju).

Indeksi funkcije f qine, dakle, beskonaqan podskup skupa N, pa
je i taj podskup prebrojiv. Dakle, svaka izraqun iva funkcija f ima
prebrojivo mnogo indeksa u nizu svih izraqun ivih funkcija.

Zadatak 83 Dokazati da totalnih neizraqun ivih funkcija f : N ! N
ima neprebrojivo mnogo.

Rexe�e:
U opxtem sluqaju za broj preslikava�a iz skupa A u skup B va⇡i

slede✏a jednakost:

|{f | f : A ! B}| = |B||A|

U sluqaju totalnih funkcija f : N ! N, ona se svodi na:

|{f | f : N ! N}| = @@0
0 = C

Dakle, totalnih funkcija f : N ! N ima neprebrojivo mnogo, pa kako
totalnih izraqun ivih funkcija f : N ! N ima prebrojivo mnogo,
sledi da totalnih neizraqun ivih funkcija f : N ! N ima neprebro-
jivo mnogo.

3.4.4 Metod dijagonalizacije
Metod dijagonalizacije zasniva se na ideji koju je Kantor24 iskoris-
tio u svom dokazu da je skup realnih brojeva neprebrojiv.

Metod dijagonalizacije koristi se u problemima slede✏eg tipa:
,,Neka je �0,�1, . . . enumeracija objekata nekog tipa. Potrebno je kon-
struisati objekat � istog tipa koji se razlikuje od svih objekata
�0,�1, . . . ”.

24
Georg Cantor (1845-1918), nemaqki matematiqar ruskog porekla


