3.4 Enywmepanuja

3.4.1 Ed¢erxTuBHO HaOPOjUBU CKyHOBU

Heduaunuja 3.18 Cryn X je HAOPOjUB aKo u camo ako nocmoju bujexyuja
f:X—=N.
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Hepuaunuja 3.19 Cxyn X je epekruBHO HABPOJUB GKO U CAMO AKO NOC-
moju bujexyuja f : X — N maxea da cy dynwyuje f u f~1 unmyumueno
UBPAUYHHUBE.

Hanomena: IlpumermMo na ce y OBOj JepUHUINjU KOPUCTU IIOjaM HHTY-
UTUBHO M3PAUyHBUBUX QYHKIMja dnju qomeH Huje N. Popmanna medunHu-
Irja 3aXTeBa yOIIITEeHe CTPOr0 3aCHOBAHOT IIOjMa U3PAUyHJLUBOCTH IIPO-
MUpUBAmkEM OBOT IOjMa U Ha (GYHKIUje YMUju TOMEH MOMKe OWUTU IPOU3BO-
JbaH IpeOpOjuB CKyIL.

Hedpumuumuja 3.20 Enymepanuja cxyna X je npecaurxagawe g : N X
Tada nuwemo X = {xg,x1,...} (2e0e je x, = g(n)).

Axo je pynwyuja g ,,1-17, onda xaxcemo da je g eaymeparmja 6e3 moHAB-
Jbama.

Teopema 3.10 Cuedeliu cxynosu cy efexmuseno nabpojusu:
(i) NxN
(i) NT x Nt x N+t

(431) Upey N* (cxyn ceus womawnuz nusosa)

Iloxkas:
(i) Hexa je ¢ymrmuja 7 : N2 — N nepuwrucama wa cremehu mauws:
m(m,n)=2"2n+1) -1

JlokaxxkrMo nma je oBako meduHHcaHa ¢yHENUja Oujeknmja. Hajmpe
hemo morazaru na je m ,,1-1”7 ¢yurnuja.

n(m,n) =n(z,y) =2"2n+1)-1=2"2y+1) -1
=2M=2"A2n+1=2y+1
>m=xz/An=y
= (m,n) = (z,y)

Iloxa:xknMo canma na je 7 ,,Ha” (QYyHKIH]a.

m(m,n)=z=2"2n+1)—-1=2x
z+1
2(z+1)1

1/ x+1
:>m—(x+1)1,n—§<m—l>

=2M(2n+1) =z +1 =2
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I[Ipumernmo ma % (2(’”%1)1 — 1) € N. Baxu:

1 l‘—‘rl _ (I-‘rl)l 1 m“r]. o

na QyHKOUja 7 jecre Oujeriuja.

Hame, QpyHEIUja T je NPUMUTUBHO PEKYP3UBHA, KaO KOMIIO3UIV]ja
OPUMUTHUBHO pekyp3uBHUX ¢yHEnumja. OHa je OHIA M PEKypP3UBHA,
onmarie, Ha OCHOBY YepuoBe Tese, cienu na je oHa M3pavyHJLUBA.

HoraxknMmo cana ma moctoje ¢yukmuje mp,me ¢ N — N TakBe na
je 7 Y(x) = (m(x),m2(x)) u ma cy ome m3pauyHmBUBe (IOBOMBHO je
OKa3aTu [a Cy NPUMUTHUBHO Dekyp3uBHe). Jlako ce mposepasa na
¢yHKIT]je:

m(z) = (z+1h

_ [ [l
A s

3a00BOJbABAJY TPasKEHE YCJIIOBE.
AnrepHaTUBHO, QYHKUMjE T U Ty C€ MOTY AepuHUCATU U Ha ciaenehn
maumH, kopucrehn ocobuny ma je 7 Gujexumja m mna m,n < w(m,n)

3a cse m,n (m,n € N):

m(z) =pu(m < z)[(F1n)(0 < n <z An(m,n) = x)]

=um<z+1) Zeq(ﬂ(m,n),x) = 1:| € PR
n=0

ma(z) = p(n <z +1) Z eq(m(m,n),z) = 1] € PR
m=0

Hexka je ¢ymrnuja £ : N+ 5N nedunncana Ha cirenehu HaywmH:
f(m,n,p) = ,/T(/fr(m - 17” - l)7p - 1)

Kako je ¢pyHEUMja ™ IPUMUTUBHO DEKYP3UBHA U OUjEeKTUBHA, CJeIN
na je u ¢pyHKIUja & TPUMUTUBHO PEKYP3UBHA U OMjEeKTUBHA:

Emyn,p) =z r(r(m—1,n—-1),p—-1)=z
srm—-1,n—1)=mx)Ap—1=m(x)
em-—1=m(m@)An—1=m(m(z)) Ap—1=m(x)
& £ (2) = (m(m (@) + 1, ma(mi(2)) + 1, m2(2) +1)
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(#47) Csarku mpupoman GpPoOj T Ce jeAMHCTBEHO MOYKE U3PA3UTU y OOJIUKY
r =22, rre je a; € {0,1} 3a cee i (i € N). Omarne, cBaku
MO3UTUBAH 10 OpOj T MOKE Ce€ jeAMHCTBEHO WM3PA3UTU Yy OOIUKY
z=20 422 4. 490 e 0 < by <by<---<b. Hame, crenn ma ce
CBaKU MO3UTUBAH I[€0 OPOj & MOKe jeJUHCTBEHO M3PA3UTU y OOJIUKY
r =20 youtaz+l 4 . 2a1+a2+...+al+(l—1)7 rae 0 <a;, 1<L.

Kopucrehu nperxonny nnejy Moskemo mnepuHmCATH QYHKIN]Y
T: U:OZI N* - N ma cnenehu mauus:

T(al,az, o 7ak) — 90 4 201+a2+1 S 2al+a2+"'+ak+k_1 -1
®ymrmuje 7 1 77! cy GUjeKTUBHE U TPUMUTUBHO PEKyP3UBHE, OJaKIe
cnemn ma je ckyn Jpe, N* epexTuBHO HABPOjUB.

Hanomena: 3a emymepanujy (Koaupame) KOHAYHUX HU30Ba MOKE CE
KOPUCTUTHU U HEKU IPYTY HAYMH KOAUDPAama, Ha TpUMep:

T(x1, ..., Tp) = 271372 - pn(n)®"

3.4.2 Emymepanuja mporpamMa

Teopema 3.11 Cxyn P ceur URM npoepama je edexmusro nabpojus.

Iloxka3:

CBaky URM mporpam CacTOju ce OJ KOHAYHOI HU3a WHCTPYKUUja U3
cxyma Z.23 Cpaky MHCTPYKIUjy M3 TOr HM3a Moryhe je TOrommo KoampaTu
HEKUM IIPUPOIHUM OpojeM, ma oHIa TBpDheme cienu Ha OCHOBY TeopeMe
3.10 (meo (iii)).

Hedpunumumo ¢yurunjy 5 :7Z — N na caenehu nauun:

B(Z(n)) = 4(n=1)

B(S(n)) =4(n=1) +1

B(T(m,n)) =4n(m=1,n+1) 42

B(J(m,n,p)) = 4{(m,n,p) + 3

dymrnuja [ je M3padyHSUBA, OUjekTMBHA U 3a ¢GyHENUjy B! Basku
(meka je x =4du+r, 0 <r <3):

B~ z)=Z(u+1), akor =0

B~ Hz)=Su+1), akor=1

B~ Hx) = T (7 (u) + 1, 72(u) + 1), aro 7 =2

B~ Hx) = J(mi(m1(w)) + 1, ma(m1(u)) + 1, m2(u) + 1), axo r =3

Haxne, u ¢ynxnuja ' je uspauymmusa, ma je ckyn I e(pexTUBHO
nabpojus. Ha ocroBy Teopeme 3.10 (neo (44)), cnem ma je u cxyn | Jpo , Z"
epeKTUBHO HAOPOjuB, Tj. cKyn P cBux URM mporpama je epeKTUBHO HaOPO-
jus. Iloctoju Bume pasaunuutux oxrosapajyhux Gujexnmja (pasmumunrux

237 je CKyI CBUX URM MHCTPYKIM]a.
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KOAUpama), ajau MU eMo y masbeM TeKcTy kopuctutu caenehy 6ujexuujy
yilUp, IV = N:
’Y(Il>[27 cee ,Ik) = T(6(11)7 ﬂ(IQ)v LR 7ﬁ(1k))
O

Iedpununuja 3.21 3a URM npoepam P epednocm v(P) nazusamo nEOEKCOM
(romuuM Gpojem) npoepama P uau Denenosum Gpojem npozpama P.

Heounumnuja 3.22 URM npozpam P 3a xoju eamcu P = v~ 1(n) nasueamo
N-TUM URM IIDOI'PaAMOM U 03HAYABAMO 2a G F,.

Hanomena: 3a pasznuuure BpemHocTu m u n, uporpamu P, u P, ce
pa3iIuKyjy, aJu TO He MOpa [Oa 3Haul Ja OHM U3PAUYyHABAjy Pa3JINUUTE
¢yHKIHTjE.

3.4.3 Enmymepanuja m3pauyHJUBUX (YHKIMja

3aa €N un>1ysomumo ciaenehe o3uake:

<I>((L”) = fg:) = n-apHa (QYHKOUja KOjy M3padyHaBa mporpam P,
W = Dom(®™) = {(21, 22, ...,2n) | Pal1,...,20) |}
E™ = Range(®(W) = {®) (x1, 29, ..., 2,) | (x1,22,...,2,) € Dom(®()}

Y KOJIVMKO E€KCIJIMIUTHO He HAIJaCHUMO Ipyravnje cMaTpaMo Ia je ped
0 YHAPHUM U3PAUYYHILUBUM (QYHKOUjaMa U YMECTO @((11), Wél), E[(LD TUIIEMO
kpahe ¢,, W,, E,.

CBaka yHapHa M3padyH/bUBA (YHKIUja [OjaBJbyje Ce y €HyMepauuju
Dy, Py, Po, ..., Ipu yeMy je TO eHyMepalmja ca IOHaBLameM (jep mocroje
PA3IMYAT OPOrPAMU KOJU U3PAUYyHABA]y UCTY (QyHKOUJY).

CBe m3pauyHpuBe QYHKIMje MOI'Y OUTH €HyMepUCAHEe W Ha APyraduju
HaurH. Moske ce KpeHyTu o4 PeKyp3uBHUX QyHKIUja (yMecTo om URM
nporpama). One Mory OuTu eHyMepucaHe U Ta eHyMepaluja WHIYKyje U
eHyMepanujy M3padyHSbUBUX QyHKIUja (TO je eHyMepaunuja ca MOHABILA-
BEeM Ka0 U y IPBOM HPUCTYILY ).

Teopema 3.12 Cxyn ceur n-apHuUT UPALYHAUBUT PYHKYUIQ C™ je nabpojue.

Teopema 3.13 Cxyn ceur uspauynvueur gyrnkyuja C je nabpojue.

Jloka3s:
c=Jc™
n>1

Kako je mabpojuBa yuuja mabpojuBux ckymnoBa Ttakobhe Habpojus ckyi,
ciiequ na je CKyI CBUX u3pauyHmuBux ¢yurnuja C HabGpojus. o
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Banmarak 82 /okxasamu da ceaka uspauynpues Pynryuja uma npebpojuso
MHO20 T0JaBHUBAHE (NPEOPOJUBO MHO20 UNOEKCG) Y EHYMEDAYUJU COUT U3-
pavyrpUBUT PYHKYUQ.

Pememe:

Hera je ¢ymrmumja f umspauynmusa. Tanma, Ha ocHOBY Teze Uepua,
nocroju (6ap jemam) mporpam P koju je mspauynasa. Pymrumja f ce,
IAKJe, Y eHyMePaluju CBUX M3PAUyHILUBUX QYHKIMja nojaBibyje Ha Y (P)-
toMm Mmecty (1j. f = D4, rme je a =~(P)).

Iporpamy P Moskemo monartu HEKy HapenOy 6e3 mejcrsa (mup. T(1,1)).
Tako U3MeHeH! IPOrpaM MMa pa3audutT KOA (Tj. oaroBapa My APYTU WH-
ZIEKC), aJii 1 najbe u3padyHasa ucry $pyuruujy f. [lomasmajyhn oBaj moc-
TYyHAaK MOYKEMO & 3aKJbYyUYnMO na (yHKuuja f nva GECKOHAYHO MHOTO MH-
IEKCA Y HU3y CBUX M3PAdYyHILUBUX PyHENUja (jep mMa GECKOHAYHO MHOTO
mporpaMa KOjU je U3padyHaBajy).

WMunexcu ¢pyuruuje f uwmze, nakie, 6eckoHauaH HOACKYI ckyma N, ma
je n Taj nonckyn npebpojus. lakie, cBaka n3pauyuipuBa GyHEIUja f nMa
npebpojuBO MHOTO MHIEKCA Yy HU3Y CBUX U3PAUYH/bUBUX (YHKIH]jA.

Bamarak 83 /oxasamu da momaanuz neuspauynsusur gyrkyuja f: N — N
UM HENPebpojuso MHO20.

Pememe:
Y ommreMm ciaydajy 3a Opoj mpeciankaBama U3 ckyma A y ckynm B Baku
caeneha jemnakoct:

[{f1f:A— B} =B
Y cayuajy toramaux ¢yskuuja f: N — N, ona ce cBoqu Ha:
{1 f NN} =8 =C

Iaxrne, roranaux ¢pyurnuja f : N — N nva Henpe6GpojuBo MHOrO, ma Kako
ToranHux uspauynsusur ¢pyukuuja f @ N — N mma nmpebpojuBo MHOrO,
cieny ma TOTaJHUX Heuspauynwousur Gpyrrmuja f : N — N uma mHenpeOGpo-
juBO MHOTO.



